Kapitel PTS:III

[1l. Kombinatorik

O Permutationen und Kombinationen
0 Kombinatorik flr Laplace-Wahrscheinlichkeiten
Q Urnenmodell



Bemerkungen:

0 Kombinatorik ist die Lehre vom Abzahlen schwer Uberschaubarer Mengen.

Q In der Wahrscheinlichkeitsrechnung dient sie der Abschatzung der Machtigkeit von
Ergebnisraumen sowie bestimmter Ereignisse.

a ,Kombinieren® hief3 urspranglich ,je zwei Dinge verbinden® (lateinisch ‘bini’: ,je zwei®).
Heute: ,zusammenstellen® / ,verbinden® ohne Anzahlbeachtung.



Permutationen und Kombinationen
Beispiel: Buchstabenkombinationen

o Welcher 11 Zeichen lange Name enthalt nur die Buchstaben |, M, P, und S?
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Beispiel: Buchstabenkombinationen

o Welcher 11 Zeichen lange Name enthalt nur die Buchstaben |, M, P, und S?

M I S S IS S I, P P I

o Es gibt 4.194.304 Moglichkeiten, 11 Zeichen lange Worter aus den vier
Buchstaben zu bilden.

a Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben MISSISSIPPI| anordnen?



Permutationen und Kombinationen
Beispiel: Buchstabenkombinationen

o Welcher 11 Zeichen lange Name enthalt nur die Buchstaben |, M, P, und S?

M I S S IS S I, P P I

o Es gibt 4.194.304 Moglichkeiten, 11 Zeichen lange Worter aus den vier
Buchstaben zu bilden.

a Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben MISSISSIPPI| anordnen?

o Das hangt davon ab, ob die einzelnen Buchstaben unterscheidbar sind:

2

M|18182|283S4|3P1P2|4 = M|18281|283S4|3P1P2|4



Permutationen und Kombinationen
Beispiel: Buchstabenkombinationen

o Welcher 11 Zeichen lange Name enthalt nur die Buchstaben |, M, P, und S?

M I S S IS S I, P P I

o Es gibt 4.194.304 Moglichkeiten, 11 Zeichen lange Worter aus den vier
Buchstaben zu bilden.

a Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben MISSISSIPPI| anordnen?

o Das hangt davon ab, ob die einzelnen Buchstaben unterscheidbar sind:

2

M|18182|283S4|3P1P2|4 = M|18281|283S4|3P1P2|4

o Wenn ja sind es 39.916.800 Moglichkeiten, wenn nein 34.650.



Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung

geordnet

ungeordnet
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Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n)

mit Wiederholung

Permutationen einer n-Menge

k-Permutationen aus n-Menge

eordnet :
9 k-Permutationen aus n-Menge

k-Tupel aus n-Menge

k-Teilmengen aus n-Menge
ungeordnet

k-Kombinationen aus n-Menge

PTS:11I-9 Kombinatorik
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Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: Zahlenkombinationsschloss

o Gegeben ein Schloss, dessen SchlUssel eine 4-stellige
Zahlenkombination ist.

o Einstellbare Zahlen je Ziffer: 0-9

o Wie viele mogliche Zahlenkombinationen gibt es?




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: Zahlenkombinationsschloss

o Gegeben ein Schloss, dessen SchlUssel eine 4-stellige
Zahlenkombination ist.

o Einstellbare Zahlen je Ziffer: 0—9

o Wie viele mégliche Zahlenkombinationen gibt es?

o Anwendung des Zahlprinzips:
— Erste Ziffer: 10 Mdglichkeiten
— Zweite Ziffer: 10 Mdglichkeiten
— Dritte Ziffer: 10 Moglichkeiten
— Vierte Ziffer: 10 Moglichkeiten

=» 10-10-10-10 = 10* = 10.000 Mdglichkeiten

PTS:llI-11  Kombinatorik
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https://webis.de/downloads/lecturenotes/probability-theory-and-statistics/unit-de-sample-spaces.pdf#combinatorics-product-rule

Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: Zahlenkombinationsschloss

o Gegeben ein Schloss, dessen SchlUssel eine 4-stellige
Zahlenkombination ist.

o Einstellbare Zahlen je Ziffer: 0-9

o Wie viele mogliche Zahlenkombinationen gibt es?

o Anwendung des Zahlprinzips:

10-10-10 - 10 = 10* = 10.000 Mdglichkeiten

o Die Zahlenkombinationen sind 4-Tupel aus der 10-Menge {0;...;9} mit
10 Moglichkeiten pro Stelle unter Beachtung der Reihenfolge.


https://webis.de/downloads/lecturenotes/probability-theory-and-statistics/unit-de-sample-spaces.pdf#combinatorics-product-rule

Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Definition 1 (k-Tupel aus einer n-Menge)
Ein k-Tupel, bei dem fUr jede der k Stellen alle n Elemente einer n-Menge zur
Verfugung stehen, heil3t k- Tupel aus einer n-Menge.

Satz 2 (Anzahl k-Tupel aus einer n-Menge)
Die Anzahl der verschiedenen k-Tupel aus einer n-Menge ist n”.



Bemerkung:

a Zwei k-Tupel sind genau dann gleich, wenn sie an jeder Stelle Gbereinstimmen.

a Zwei k-Tupel sind genau dann verschieden, wenn sie an mindestens einer Stelle nicht
Ubereinstimmen.



Permutationen und Kombinationen

Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: FuB3balltoto

o Wie viele Moglichkeiten gibt es,
einen Ful3balltoto-Block mit
12 Spielen auszuflllen?

PTS:llI-15 Kombinatorik
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Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: FuBBballtoto

a Wie viele Maglichkeiten gibt es, >
einen Fuf3balltoto-Block mit iz x
12 Spielen auszufiillen? 2‘: o
o Ein Tipp ist ein 12-Tupel aus der =
3-Menge {1;2; X }. i ; 12
I JOKER
“
\
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Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Tupel aus einer n-Menge

Beispiel: FuBBballtoto
o Wie viele Moglichkeiten gibt es,

einen FuBballtoto-Block mit 11X
12 Spielen auszufiillen? ;‘f _—
o Ein Tipp ist ein 12-Tupel aus der =
3-Menge {1;2; X }. i 1
I _ JOKER
=» 312 = 531.441 Mdglichkeiten (Satz 2) ﬁ i
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Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung

Permutationen einer n-Menge

geordnet

k-Tupel aus n-Menge

n®  (k>0)

ungeordnet




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der Permutationen einer n-Menge

Beispiel: 100m Sprint

o Angenommen, die Startbahnen der
8 Laufer:innen wurden ausgelost.

o Wie viele Startaufstellungen gabe es?

PTS:1lI-19  Kombinatorik




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der Permutationen einer n-Menge
Beispiel: 100m Sprint

o Angenommen, die Startbahnen der
8 Laufer:innen wurden ausgelost.

o Wie viele Startaufstellungen gabe es?
o Die Auslosung entspricht 8 Ziehungen
aus einer Urne mit 8 Losen.

o Eine Startaufstellung ist ein 8-Tupel
aus der 8-Menge der Laufer:innen.

PTS:11I-20 Kombinatorik



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der Permutationen einer n-Menge
Beispiel: 100m Sprint

o Angenommen, die Startbahnen der
8 Laufer:innen wurden ausgelost.

o Wie viele Startaufstellungen gabe es?
o Die Auslosung entspricht 8 Ziehungen
aus einer Urne mit 8 Losen.

o Eine Startaufstellung ist ein 8-Tupel
aus der 8-Menge der Laufer:innen.

o Zahlprinzip:
— Vergabe 1. Bahn: 8 Moglichkeiten
— Vergabe 2. Bahn: noch 7 Mdglichkeiten

— Vergabe 8. Bahn: noch 1 Moglichkeit

= 8-7-...-1=40.320 Startaufstellungen

PTS:llI-21  Kombinatorik




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der Permutationen einer n-Menge

Definition 3 (n-Permutation einer n-Menge)

Ein n-Tupel mit n verschiedenen Elementen aus einer n-Menge heif3t n-Permutation
einer n-Menge oder kurz Permutation einer n-Menge.

Fur das Produkt der naturlichen Zahlen von 1 bis n schreibt man abkirzend
nl=1-2-...-n (gesprochen: n-Fakultat),

wobei das Zeichen ,!“ hier ein mathematisches Symbol ist.

Satz 4 (Anzahl der Permutationen einer n-Menge)
Die Anzahl der Permutationen einer n-Menge ist n!.



Bemerkungen:

Q Der Begriff der Permutation (Versetzung, Vertauschung) wurde von Jakob Bernoulli
eingeflihrt (1655-1705, Schweizer Mathematiker).

O Zu einer n-Menge gibt es nach dem Zahlprinzip
n-n—1)-...-2-1 = 1-2-...-(n—=1)'n

Permutationen. Diese Formel wird auch in ,Ars Combinatoria“ von Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646—-1716, deutscher Universalgelehrter) beschrieben.

Q Aber schon vorher berechnete Luca Pacioli (1445-1517, italienischer Mathematiker) die
Anzahl der Mdglichkeiten, 10 Personen um einen Tisch zu platzieren, und sagt, dass man
fortfahrend so auch die Anzahl fur mehr als 10 Personen ausrechnen kann.

Jakob Bernoull Gottfried Wilhelm Leibniz " Luca Pacioli


https://digital.slub-dresden.de/werkansicht/dlf/8469/5

Bemerkungen: (Fortsetzung)
O Die Schreibweise n! tritt erst im 19. Jahrhundert auf.

Q Der Wert von n! wachst mit zunehmendem n sehr schnell [Ars Combinatoria]:

= 1 7 = 5.040
20= 2 8! = 40.320
3= 6 9! = 362.880
A= 24 10l = 3.628.800
bl =120 11! = 39.916.800
6! =720 12! = 479.001.600

0 Es gibt also 10! = 3.628.800 Sitzordnungen fir 10 Personen an einem Tisch. Fir einen
groBeren Empfang mit 100 Personen gibt es dann etwa 9,33 - 101°7 Moglichkeiten.

Q Da sich diese GréBenordnungen der Vorstellungskraft entziehen: Die ,entsprechende” Zeit,
die man bendtigen wirde, wenn man alle Méglichkeiten ausprobieren wollte und man pro
Sitzordnung nur 10 Sekunden brauchte, waren 420 Tage.


https://digital.slub-dresden.de/werkansicht/dlf/8469/67

Permutationen und Kombinationen
Anzahl der Permutationen einer n-Menge

Beispiel: Buchstabenkombinationen

a Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben MISSISSIPPI| anordnen?

o Das hangt davon ab, ob die einzelnen Buchstaben unterscheidbar sind:

2

ML S So1sS3S15P1Poly, = MES. S 15S3S413P 1 Poly

Wenn ja: 11! = 39.916.800 Moglichkeiten



Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
n=1-...-n

geordnet

k-Tupel aus n-Menge

n* (k>0)

ungeordnet




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n)

Beispiel: Buchstabenkombinationen 2

o Wie viele mogliche Anordnungen der 5 Buchstaben aaabc gibt es, wenn man
die as nicht unterscheiden kann?



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n)

Beispiel: Buchstabenkombinationen 2

o Wie viele mogliche Anordnungen der 5 Buchstaben aaabc gibt es, wenn man
die as nicht unterscheiden kann?

o Es gibt 5! Anordnungen von xyzbc.

o Es gibt 3! Anordnungen von xyz.

o Seim die Anzahl der moglichen Kombinationen von bc mit xyz, dann gilt:

. | = |
m 3! 5!

Xyz xXyzbc



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n)

Beispiel: Buchstabenkombinationen 2

o Wie viele mogliche Anordnungen der 5 Buchstaben aaabc gibt es, wenn man
die as nicht unterscheiden kann?

o Es gibt 5! Anordnungen von aaabc
o Es gibt 3! Anordnungen von aaa

o Sei m die Anzahl der moglichen Kombinationen von bc mit aaa, dann gilt:

. 31 = 5l
m 3! 5)
aaa aaabc
a Die Zahl m entspricht der Anzahl der Anordnungen von aaabc, wenn die as

nicht unterscheidbar sind: ‘)

m = —
3!



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n)

Definition 5 (k-Permutation aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n))

Ein £-Tupel mit Elementen a; (¢ = 1;2;3;...;n) aus einer n-Menge, wobei a;
genau k;-mal vorkommt (k1 + ko + ... + k, = k), heil3t k-Permutation aus einer
n-Menge mit Wiederholung (k > n).

o Sei m die Anzahl solcher k-Permutationen.
o Angenommen, die k; Elemente a; seien verschieden, dann gilt:

m - k! - k- oo Ky = KL

Satz 6 (Anzahl der k-Permutation aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n))
Die Anzahl der k-Permutation mit Wiederholung bei jeweils k; Elementen a; aus
einer n-Menge (k >n; i=1,2;...;n; k=k +k+...+k,)istgleich
k!
El-kol oo k!




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit Wiederholung (k > n)

Beispiel: Buchstabenkombinationen

a Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben MISSISSIPPI| anordnen?

o Das hangt davon ab, ob die einzelnen Buchstaben unterscheidbar sind:

2

ML S S015S3S413P1Poly, = MES, S 1,S35S415P1Paly

o Wenn nicht:
11!

404020 T

= 34.650 Moglichkeiten,

da je 4-mal S und [, 2-mal P und 1-mal M vorkommt.



Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
k! k; = Wiederholungen
nl=1-...-n des i-ten Elements
]ﬁ! ) k2! e ]fn! der n-Menge (k > n)
geordnet

k-Permutationen aus n-Menge

k-Tupel aus n-Menge

n®  (k>0)

ungeordnet




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k£ < n)

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°

o Vorhersage der ersten drei von 15 startenden Pferden eines Rennens.
o Wettscheine sind 3-Tupel verschiedener Elemente der 15-Menge {1;...;15}.

o Gemaf Zahlprinzip gibt es 15 - 14 - 13 = 2730 modgliche Wetten.

Il RennQuintett &

HEEREEEEE) D EEDE

NI EEEED. DB THEEDE

g EB0E OB EETE
[l esealerledled e s ee e
B I@llll@lll@ ]I@EI@I-

n

n || n

= ﬂﬂ'ﬂﬂﬂ
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Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (£ < n)

Definition 7 (k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k < n))

Ein k-Tupel mit k verschiedenen Elementen aus einer n-Menge (k < n) heif3t
k-Permutation aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k£ < n).

o Nach dem Zahlprinzip gibtesn-(n—1)-...- (n—k+ 1) viele k-Permutationen
aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k < n).

o Multiplikation mit (n — k)! erweitern diese Zahl zu n!:

n-mn-1) ... - (n—k+1) - (n—k) = nl.

Satz 8 (Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k < n))
Die Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k < n) ist

n-Mm-=1--...-(n—k+1) =

(n— k)



Bemerkungen:
0 n-Permutationen einer n-Menge lassen sich als Sonderfall von Satz 8 mit k£ = n darstellen:

n! n!
(n—n)l 0O

Aus Satz 4 ist diese Anzahl schon als n! bekannt, daher ist es sinnvoll,
0l =1

ZU vereinbaren.



Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
k! k; = Wiederholungen
nl=1-...-n des i-ten Elements
]ﬁ! ) k2! e ]fn! der n-Menge (k > n)
geordnet

k-Permutationen aus n-Menge
n!

n-(n—1)-...-(n—k+1) = (n—k)!

k-Tupel aus n-Menge

n®  (k>0)

ungeordnet

k-Teilmengen aus n-Menge




Permutationen und Kombinationen

Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°
o Vorhersage der ersten drei von 15 startenden Pferden eines Rennens.
o Gewinnklasse 2 bei Vorhersage der ersten drei in anderer Reihenfolge.

o Wie viele Wetten bzw. 3-Teilmengen aus der 15-Menge {1;...;15} gibt es?

'l RennQuintett &

HEEREEEEE) D EEDE

NI EEEED. DB THEEDE

g EB0E OB EETE
[l esealerledled e s ee e
B I@llll@ll@ ]I@EI@I-

n

on || n

| ﬂﬂ'ﬂﬂﬂ
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Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°

Q

Q

Q

Vorhersage der ersten drei von 15 startenden Pferden eines Rennens.
Gewinnklasse 2 bei Vorhersage der ersten drei in anderer Reihenfolge.

Wie viele Wetten bzw. 3-Teilmengen aus der 15-Menge {1;...;15} gibt es?

Es gibt 15 - 14 - 13 3-Permutationen aus einer 15-Menge ohne Wiederholung.

Da fur Gewinnklasse 2 die Reihenfolge keine Rolle spielt, muss diese Zahl
durch 3! dividiert werden, der Anzahl der Permutationen einer 3-Menge:

5 - 14 - 13
3!

= 455 Moglichkeiten



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Verallgemeinerung:

Anzahl k-Permutationen aus einer n-Menge ohne Wiederholung (k < n)

Anzahl k-Teilmengen = : :
Anzahl Permutationen einer k-Menge

n-n—1)-...-(n—k+1) n!

k! (n— k) - &

Dieser Term spielt eine wichtige Rolle und bekommt daher eine abklrzende
Schreibweise (gesprochen ,n tGber k*):

(Z) = (n_%!.k! (n € Nik € {0;1;---;n})

Satz 9 (Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge)
Die Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge ist (k:)



Bemerkungen:

Q

In Anlehnung an das Auswéhlen einer k-Teilmenge aus einer n-Menge spricht man (7)
manchmal als ,,k aus n“ aus.

Das Symbol (}) hat sich im 19. Jahrhundert eingebirgert. Friiher
bezeichnete man die k-Mengen aus einer n-Menge als ,Kombinationen
von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung®.

Blaise Pascal (1623—1662, autodikatisch gebildeter franzésischer
Mathematiker) entdeckte die Formel fur die Anzahl der Teilmengen wohl
als Erster, hatte aber noch kein Symbol dafdr.

Pascal fand die Zahlen, die heute als (}) bezeichnet werden, auch als Koeffizienten in der
Entwicklung des Binoms (a + b)" (Binom = Polynom mit zwei Gliedern bzw. Summe zweier
Monome). Ausgehend vom Produkt (a + b1) - (a + bs) - ... - (a + b,), wobei die b; # 0 und
verschieden sind, fragt man nach der Anzahl der beim Ausmultiplizieren entstehenden
Summanden mit genau k& Faktoren b; (und also (n — k) Faktoren a). Dies ist die Anzahl der
Mdglichkeiten, k Elemente aus der n-Menge {b1; bs; .. .; b, } auszuwahlen, also (7).

Setzt man dann noch alle b; = b, so erhélt man die Binomische Formel

@+ =" Vam+ (") o+ (a2 [ a7 ),
0 1 2 n—1 n

wobei (8) — (Z) — 1 ist. In kurzer Summenschreibweise also:

(a+b)" = zn: (Z) kbt (n e N).

k=0



https://de.wikipedia.org/wiki/Binomische_Formeln

Bemerkungen: (Fortsetzung)

o Die (Z) nennt man daher auch Binomialkoeffizienten.

0 Die Binomialkoeffizienten sind stets natiirliche Zahlen ((}) = 0 fir k£ > n, da im Z&hler dann 0
als Faktor auftaucht). In der Bruchdarstellung sieht man ja eigentlich nicht direkt, dass sich
der Zahler ohne Rest durch den Nenner teilen 1asst. Da es im Zahler k verschiedene
aufeinanderfolgende Zahlen als Faktoren gibt, kann man sich durch Uberlegen erschlieBen,
dass jeder dieser Faktoren durch mindestens einen der Faktoren im Nenner ohne Rest teilbar
ist und beim ,KlUrzen® far jeden Zahler-Faktor auch ein Nenner-Faktor ,Gbrig“ bleibt.

Q Die Fakultatendarstellung der Binomialkoeffizienten kann man sich zwar gut einpragen, die
Berechnung geht aber bei kleinem £ mit der gekurzten Form schneller (Hervorhebung:
k-Permutation aus einer n-Menge):

(n) n! n-(n—1)-...-(n—k+1)

(n—k)!- Kk 1-2-...-k

k



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Beispiel: Facherproblem

o Auf wie viele Arten lassen sich & unterscheidbare (z.B. nummerierte) Kugeln
auf n Facher verteilen, so dass im i-ten Fach k; Kugeln liegen (>_ k; = k)?



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Beispiel: Facherproblem

o Auf wie viele Arten lassen sich k& unterscheidbare (z.B. nummerierte) Kugeln
auf n Facher verteilen, so dass im i-ten Fach k; Kugeln liegen (>_ k; = k)?

Q Seik:9,n:3,k1:3,k2:4,undk3:2:

Fach 1 Fach 2 Fach 3

000000000

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

o Anzahl der Moglichkeiten, die Facher der Reihe nach zu beflllen:

9 § 2 9! 6! 9!
. . — . == — 1260
(3) (4) (2) 3161 4121~ 31412




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge

Beispiel: Facherproblem

o Auf wie viele Arten lassen sich k& unterscheidbare (z.B. nummerierte) Kugeln
auf n Facher verteilen, so dass im i-ten Fach k; Kugeln liegen (>_ k; = k)?

Q Seik:9,n:3,k1:3,k2:4,undk3:2:

Fach 1 Fach 2 Fach 3

000000000

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

o Anzahl der Moglichkeiten, die Facher der Reihe nach zu beflllen:
N (%) (2 9 ¢! i
<3) | (4) | (2> BRI R

k!
kilkol ... k!

Verallgemeinerung:




Bemerkungen:

a Die Verallgemeinerung erinnert an die Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge mit
n Klassen von jeweils k; gleichen Elementen fir & > n (Satz 6). Die Analogie erschlief3t sich,
da immer jeweils k;! Permutationen der Kugeln im i-ten Fach dieselbe Aufteilung ergeben; die
Reihenfolge innerhalb eines Fachs ist unwichtig.

O Das Facherproblem taucht in der Physik beispielsweise bei der Modellierung von Teilchen in
verschiedenen Anregungszustanden auf.

QO Beim Kartenverteilen konnen die Kugeln in den Fachern als Karten der Mitspielenden
angesehen werden. Beim Skat werden 32 Karten auf drei Spielende (je 10 Karten) und den
Skat (2 Karten) aufgeteilt. Daflir gibt es

32!
10!'10! 10! 2!

Mdglichkeiten, also 2,7 Billiarden. Dies gilt vor dem Reizen.

= 2.753.294.408.504.640




Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
k! k; = Wiederholungen
nl=1-...-n des i-ten Elements
]ﬁ! : k2! Tl /Cn! der n-Menge (k > n)
geordnet _
k-Permutationen aus n-Menge k-Tupel aus n-Menge
n! i
n-(n—1)-...-(n—k+1) = =l n® (k>0)
k-Teilmengen aus n-Menge k-Kombinationen aus n-Menge
ungeordnet

(Z) " (n —sz)! k!




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge

Beispiel: Facherproblem 2

o Auf wie viele Arten lassen sich k nicht
unterscheidbare Kugeln auf n Facher verteilen,
wenn ein Fach bis zu £ Kugeln aufnehmen kann?



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge

Beispiel: Facherproblem 2

0o Auf wie viele Arten lassen sich k nicht
unterscheidbare Kugeln auf n Facher verteilen,
wenn ein Fach bis zu £ Kugeln aufnehmen kann?

o Seik=3undn=3.
Modellierung als Positionsnummern (Pos.-Nr.), wobei
jede Position entweder von einer Kugel ,,o“ oder einem
Fachtrenner , | “ eingenommen werden kann.

Positionen Pos.-Nr
12 3 45 der|
© oo | | 4;5
e e | o | 35
oo | | o 34
o | o o | 2;9
e | o | o 2: 4
o | | o @ 2;3
| © @ ® | 1;5
| e o | o 14
| e @ | @ 1;3
| | o @« @ 1;2




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge Positionen  Pos.-Nr.

Beispiel: Facherproblem 2

- .

0o Auf wie viele Arten lassen sich k nicht
unterscheidbare Kugeln auf n Facher verteilen,
wenn ein Fach bis zu £ Kugeln aufnehmen kann?

- .

- .

o Seik=3undn=3.
Modellierung als Positionsnummern (Pos.-Nr.), wobei
jede Position entweder von einer Kugel ,,o“ oder einem
Fachtrenner , | “ eingenommen werden kann.

- .

- .

N WP oW O P OorTO

— — —r—® @ @ & @& @
e — —|©® ¢ —|® — O —
e &6 6 — o o6 — o — —

- .

: , 2
o Die Fachtrenner kbnnen auf <3J2r ) = (g) = 10 Arten gesetzt werden.



Permutationen und Kombinationen

Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge Positionen  Pos.-Nr.
1 2 3 45 der|
Beispiel: Facherproblem 2 e oo | | 45
. : . e o | o | 3;5
o Auf wie viele Arten lassen sich k nicht co | | o 34
unterscheidbare Kugeln auf n Facher verteilen, e | o0 | 25
wenn ein Fach bis zu £ Kugeln aufnehmen kann? e | o | o 2/4
e | | @ 23
o Seik=3undn=3. | e e @ | 1;5
Modellierung als Positionsnummern (Pos.-Nr.), wobei | oo | o 1;4
jede Position entweder von einer Kugel ,o“ oder einem | e o | ¢ 1;3
| | o @ @ 1: 2

Fachtrenner , | “ eingenommen werden kann.

5

o Die Fachtrenner kdnnen auf <3 + 2) = (2

) ) = 10 Arten gesetzt werden.

Verallgemeinerung:

o n Facher erfordern (n — 1) Fachtrenner.

o Mit £ Kugeln gibt es dann (k +n — 1) Positionen und insgesamt
(k: +n—1

{ > Moglichkeiten, die Kugeln zu verteilen.
n —



Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge

Definition 10 (k-Kombination aus einer n-Menge)

Eine Zusammenstellung von k& Elementen «; aus einer n-Menge, bei der es nicht
auf die Reihenfolge ankommt und bei der auch alle moglichen Wiederholungen
zugelassen sind, heif3t £-Kombination aus einer n-Menge.

Satz 11 (Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge)
Die Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge ist gleich

()



Bemerkung:

Q Satz 11 wurde von Jakob Bernoulli (1655—-1705, Schweizer Mathematiker)
entdeckt.

a Da (4) = (,%,) fura>bgil, ist (7771 = (*771).

O Eine k-Teilmenge aus einer n-Menge ware demnach eine k-Kombination
mit verschiedenen Elementen aus einer n-Menge, wobei k& < n.




Permutationen und Kombinationen
Anzahl der k-Kombinationen aus einer n-Menge

Beispiel: Wirfeln
o Wirfelwurf mit zwei nicht unterscheidbaren sechsseitigen Warfeln.
a Die Wurfmuster sind 2-Kombinationen aus der 6-Menge {1;2;3;4;5;6}.

o Nach Satz 11 gibt es
(6 + ; - 1) — (;) — 21  Wurfmuster.

o Beidrei Wrfeln gibt es

(6 * 2 B 1) - (i) — 56  Wurfmuster.



Bemerkungen:

Q Bereits Niccolo Tartaglia (1500—-1557, venezianischer Mathematiker) konnte die Anzahl
verschiedener Wurfmuster fir das Werfen von 2—8 ununterscheidbaren Wurfeln ausrechnen.

Q Tartaglia beschaftigte sich mit dem Problem, weil er wahrend des Karnevals 1523 in Verona
Menschen mit drei Wrfeln das ,,Gllcksbuch / Losbuch / Schicksalsbuch des Lorenzo Spirito*
befragen sah. Auf jedem Blatt dieses Buches befanden sich alle 56 Wurfmuster mit drei
Wiirfeln (hatte der Autor durch Probieren gefunden). Tartaglia wollte die Musteranzahl dann
fir andere Warfelzahlen ausrechnen.

M;W/ /’7/ "/
hL \w“ ‘ﬂv‘ﬂ(
Niccolo Tartaglia Auszug aus

.|| Libro delle Sorti“, 1482

PTS:l1I-564 Kombinatorik ©HAGEN/POTTHAST/STEIN 2021



Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
k! k; = Wiederholungen
nl=1-...-n des i-ten Elements
]ﬁ! ) k2! e ]fn! der n-Menge (k > n)
geordnet :
k-Permutationen aus n-Menge k-Tupel aus n-Menge
n! i
n-(n—1)-...-(n—k+1) = =l n® (k>0)
k-Teilmengen aus n-Menge k-Kombinationen aus n-Menge
ungeordnet

(Z) “(n —sz)! k!

<n+/]z—1> k> 0)




Permutationen und Kombinationen
Fallunterscheidung

Stichprobe ohne Wiederholung (k < n) mit Wiederholung
Permutationen einer n-Menge k-Permutationen aus n-Menge
k! k; = Wiederholungen
nl=1-...-n des i-ten Elements
]ﬁ! : k2! Tl /Cn! der n-Menge (k > n)
geordnet _
k-Permutationen aus n-Menge k-Tupel aus n-Menge
n! i
n-(n—1)-...-(n—k+1) = =l n® (k>0)
k-Teilmengen aus n-Menge k-Kombinationen aus n-Menge
ungeordnet l —
g ny _ n! n+k—1 (k> 0)
k (n —k)!- k! k

Beispiel: n = 5;k =3

Stichprobe ohne Wiederholung mit Wiederholung
120 —

60 125
ungeordnet 10 35

geordnet




