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Ergebnisraume

Ziel: Mathematische Modellierung des Zufalls

Schritt 1: Beschreibung zufalliger Vorgange als Zufallsexperiment

Schritt 2: Zusammenfassung interessierender Ausgange zum Ergebnisraum 2
Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

Schritt 6:



Ergebnisraume

Definition 1 (Ergebnisraum)

Eine Menge ) = {w,ws, . .. ,w;, } heilBt Ergebnisraum eines Zufallsexperiments,
wenn jedem Experimentausgang hochstens ein Element w; € €2 zugeordnet ist. Die
Elemente w; hei3en Ergebnisse des Zufallsexperiments.



Ergebnisraume

Definition 1 (Ergebnisraum)

Eine Menge ) = {w,ws, . .. ,w;, } heilBt Ergebnisraum eines Zufallsexperiments,
wenn jedem Experimentausgang hochstens ein Element w; € €2 zugeordnet ist. Die
Elemente w; hei3en Ergebnisse des Zufallsexperiments.

Beispiel: MUnzwurf

o Experiment: Eine Minze in die Luft werfen
a Frage: Zeigt die Minze anschlie3end Kopf oder Zahl?

() = {Kopf; Zahl}



Ergebnisraume

Definition 1 (Ergebnisraum)

Eine Menge ) = {w,ws, . .. ,w;, } heilBt Ergebnisraum eines Zufallsexperiments,
wenn jedem Experimentausgang hochstens ein Element w; € €2 zugeordnet ist. Die
Elemente w; hei3en Ergebnisse des Zufallsexperiments.

Beispiel: MUnzwurf
o Experiment: Eine Minze in die Luft werfen
o Frage: Zeigt die Minze anschlie3end Kopf oder Zahl?

() = {Kopf; Zahl}

o Zeigt die Mlnze nicht klar eine Seite, wird der Wurf wiederholt.
z.B. bei Stehenbleiben auf dem Rand, oder bei Verlust der Miinze.

o Die Berlcksichtigung eines Ausgangs hangt von seiner Relevanz ab.

Interessant sind gegebenenfalls nur die Ausgange, die fur das Fortkommen des Spiels oder
der auf dem Munzwurf basierenden Entscheidungsfindung relevant sind.



Ergebnisraume
Definition und Beispiele

Beispiel: Wirfelwurf
o Experiment: Einen sechsseitigen Warfel werfen

o Mogliche Fragen:

— Welche Augenzahl zeigt der Wiirfel? O =4{1,2;3;4;5;6}
— Ist die Augenzahl eine Sechs? (), = {Sechs; Nicht-Sechs}
— Ist die Augenzahl gerade oder nicht? ()3 = {gerade;ungerade}

o Bei ,Kippe® wird der Wurf wiederholt.
Alle denkbaren Ruhelagen des Wurfels zu bertcksichtigen ergabe einen unendlichen
Ergebnisraum, was zur Modellierung von z.B. einem Wirfelspiel aber unangebracht ware.

o Eine hypothetische Menge {gerade; ungerade; prim} ist kein Ergebnisraum,
da die Ausgange 2, 3 und 5 je zwei Elementen der Menge zugeordnet sind.



Bemerkungen:

0 Anders ausgedrlckt vereinbaren wir flr eine gegebenes Zufallsexperiment eine partielle
surjektive Abbildung vom Universum aller moglichen Ausgange auf den Ergebnisraum €2 der
interessierenden Ergebnisse, wobei jedes Ergebnis durch einen Bezeichner reprasentiert
wird, der dem eines Ausgangs entsprechen kann, aber nicht muss.



Ergebnisraume
Definition und Beispiele

Ergebnisraume kdnnen unterschiedliche komplex sein.

Beispiel: Lotto ,,6 aus 49°

o Es gibt etwa 14 Millionen Moglichkeiten, 6 Zahlen aus 49 auszuwahlen
(vergleiche Abschnitt zu Kombinatorik)

Beispiel: Meinungsumfragen

o Gallup-Institut befragte in den 1990-ern wochentlich 1500 ,zufallige®
US-Birger, die mindestens 18 Jahre alt waren

o Mogliche Auswahlen von 1500 Personen aus 180 Millionen (Erwachsene)
ergibt eine Zahl mit Gber 8000 Ziffern

Beispiel: Wirfeln bis zur ersten Sechs

a Erforderliche Anzahl der Wiirfe nicht nach oben beschrankt
g Q=N


https://webis.de/downloads/lecturenotes/probability-ans-statistics/unit-de-combinatorics-introduction.pdf

Ergebnisraume
Definition und Beispiele

Die Wahl des Ergebnisraums hangt vom Kontext ab, in dem ein Zufallsexperiment
untersucht wird.

Beispiel: Wirfelwurf

o ; = {Sechs; Nicht-Sechs} am Anfang von ,Mensch arger dich nicht*

a 2y ={1;2;3;4;5,6} im weiteren Verlauf

Ein abstrakter Ergebnisraum kann mathematisches Modell fr verschiedene
Zufallsexperimente sein.

Beispiel: Q@ = {0;1}
o Minzwurf: 0 = Kopf, 1 = Zahl
o Warfelwurf: 0 = gerade Augenzahl, 1 = ungerade Augenzahl

a ...



Ergebnisraume
Vergroberung und Verfeinerung

Beispiel: Urnenmodell

o Aufbau: Urne mit roten und schwarzen Kugeln.
Die Kugeln sind ansonsten ununterscheidbar.

o Experiment 1: Ziehung zweier Kugeln nacheinander.

o Bezeichner: r“ for ,rot*“ und ,s" fir ,schwarz” m'

= Oy ={(r;r);(r;8);(s;r); (s;9)}

. [Feuerpfeil/Heigel 1999]
o Ergebnisse entsprechen geordneten Paaren.
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Ergebnisraume
Vergroberung und Verfeinerung

Beispiel: Urnenmodell

o Aufbau: Urne mit roten und schwarzen Kugeln.
Die Kugeln sind ansonsten ununterscheidbar.

o Experiment 1: Ziehung zweier Kugeln nacheinander.

o Bezeichner: r“ for ,rot*“ und ,s" fir ,schwarz” ”'%

Q= {(r;r); (r;8); (8;1): (8;8)}

. [Feuerpfeil/Heigel 1999]
o Ergebnisse entsprechen geordneten Paaren.

o Experiment 2: Wie Experiment 1, aber ohne Interesse an der Reihenfolge.

Qo = {{r;r}; {r;s}; {s;s}}

o Ergebnisse entsprechen Kombinationen.



Ergebnisraume
Vergroberung und Verfeinerung

Beispiel: Urnenmodell (Fortsetzung)
o Die Ergebnisraume €2; und 2, kbnnen aufeinander abgebildet werden.

Q4
)
(@)] =
c ]
S S
) o
£ @
@ c
5 3
>
Qp

{r;r} {r; s} {s; s}

[Feuerpfeil/Heigel 1999]
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Ergebnisraume

Definition 2 (Vergréberung und Verfeinerung von Ergebnisraumen)

Seien 2; und (), zwei Ergebnisraume eines Zufallsexperiments mit || > [€].
Lasst sich 2, auf ), abbilden, so heif3t 2, Vergroberung von ;. Umgekehrt heif3t 2,
Verfeinerung von 2.

Bei einer Vergroberung geht Information verloren.

Im Urnenbeispiel kann man beim €,-Ergebnis {r; s} nicht mehr erkennen, ob
,zuerst® eine rote oder eine schwarze Kugel gezogen wurde.
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Bemerkungen:

a Mit Berlcksichtigung der Reihenfolge wird ein Ergebnisse als n-Tupel (-;-;...) notiert. Bei
Tupeln ist die Reihenfolge ihrer Elemente wesentlich und ein Element des Tupels nicht
notwendigerweise verschieden von anderen Elementen des Tupels.

a Ohne Berticksichtigung der Reihenfolge wird ein Ergebnisse als n-Multimenge {-;-;...}
notiert. Bei Mengen ist die Reihenfolge ihrer Elemente willklrlich und Ublicherweise jedes
Element der Menge verschieden von jedem anderen Element der Menge. Bei Multimengen
durfen Elemente mehrfach vorkommen.



https://de.wikipedia.org/wiki/Multimenge

Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente

Zufallsexperimente, die aus einfacheren zusammengesetzt sind, die in einer
bestimmten Reihenfolge ablaufen, hei3en mehrstufige Zufallsexperimente.

Die Art, wie die Einzelexperimente miteinander zusammenhangen, soll sich auch
im Ergebnisraum widerspiegelin.



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente

Zufallsexperimente, die aus einfacheren zusammengesetzt sind, die in einer
bestimmten Reihenfolge ablaufen, hei3en mehrstufige Zufallsexperimente.

Die Art, wie die Einzelexperimente miteinander zusammenhangen, soll sich auch
im Ergebnisraum widerspiegein.

Beispiel: Urnenmodell

o Aufbau: Urne mit drei nummerierten Kugein.
Die Kugeln sind ansonsten ununterscheidbar.

o Experiment: Ziehung zweier Kugeln nacheinander. @ @@

[Feuerpfeil/Heigel 1999]



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente

Zufallsexperimente, die aus einfacheren zusammengesetzt sind, die in einer
bestimmten Reihenfolge ablaufen, hei3en mehrstufige Zufallsexperimente.

Die Art, wie die Einzelexperimente miteinander zusammenhangen, soll sich auch
im Ergebnisraum widerspiegelin.

Beispiel: Urnenmodell

o Aufbau: Urne mit drei nummerierten Kugein.
Die Kugeln sind ansonsten ununterscheidbar.

o Experiment: Ziehung zweier Kugeln nacheinander. @ @@

o Maogliche Arten der Ziehung: [Feuerpfeil/Heigel 1999]
(1) Ziehen mit Zuricklegen mit Berlcksichtigung der Reihenfolge
(2) Ziehen ohne Zurucklegen mit Berlcksichtigung der Reihenfolge
(3) Ziehen ohne Zurlcklegen ohne Bertcksichtigung der Reihenfolge



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

(1) Ziehen mit Zurtcklegen mit Bertcksichtigung der Reihenfolge

1. Stufe

O,

[Feuerpfeil/Heigel 1999]



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

(1) Ziehen mit Zurtcklegen mit Bertcksichtigung der Reihenfolge

1. Stufe 2. Stufe Ergebnis

(1;1)

(1,2

(1;3)

(2;1)

(2;2)

(2;3)

(3;1)

3 (2) (3;2)

(3;3)

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

> Q= {(5;1);(1;2);(1;3); (21);(2,2);(2:3); (3;1); (3;2); (3, 3)}

Das zweite Teilexperiment hangt nicht vom ersten ab (quasi gleiche Urne).
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Ergebnisraume

Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

(2) Ziehen ohne Zurtcklegen mit Bertcksichtigung der Reihenfolge

1. Stufe 2. Stufe Ergebnis

1 ®

; ®

> Qo= {(1;2); (1;3); (2:1);(2;3); (3;1);(3;2) }

Das Ergebnis des zweiten Teilexperiments hangt vom ersten ab.
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(1,2

(1;3)

(2;1)

(2;3)

(3;1)

(3;2)

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

©HAGEN/POTTHAST/STEIN 2021



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

(3) Ziehen ohne Zurlucklegen ohne Berucksichtigung der Reihenfolge

1. Stufe 2. Stufe Ergebnis Ergebnis ,2 aus 3*

1 (2) (1;2) {1;2}

(1;3)

(2;1)

2 {1;3}

(2;3)

(3;1)

3 (2) (3;2) {2; 3}

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

Qp = {{L:2}; {1;3}: {2: 3}}



Bemerkungen:

Q 4y ist eine Vergroberung von €.



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

Beispiel: Karten austeilen

o Aufbau: Kartenspiel mit sechs nummerierten Karten.

A 2
o Experiment: Drei Spieler:innen erhalten je zwei Karten. ’3 ”*4 A ]
i s o
o Mdogliche Zerlegung in Stufen: TR NI
— Stufe 1: Spieler:in A bekommt 2 der 6 Karten. A A oA
— Stufe 2: Spieler:in B bekommt 2 der 4 Karten. - 7
v v
— Stufe 3: Spieler:in C' bekommt die Gbrigen 2 Karten.  { v *9, \ v *9,




Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

1. Stufe

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

PTS:1I-37 Wahrscheinlichkeitsbegriff

{1;2}
{1;3}
{1; 4}
{1; 5}
{1; 6}
{2; 3}
{2; 4}
{2; 5}
{2; 6}
{3; 4}
{3; 5}
{3; 6}
{4; 5}
{4; 6}
{5; 6}
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Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

1. Stufe

[Feuerpfeil/Heigel 1999]
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{1;2}
{1;3}
{1; 4}
{1; 5}
{1; 6}
{2; 3}
{2; 4}
{2; 5}
{2; 6}
{3; 4}
{3; 5}
{3; 6}
{4; 5}
{4; 6}
{5; 6}

2. Stufe

{2; 3}
{2; 4}
{2; 6}
{3; 4}
{3; 6}
{4; 6}
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Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

1. Stufe

[Feuerpfeil/Heigel 1999]
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{1;2}
{1;3}
{1; 4}
{1; 5}
{1; 6}
{2; 3}
{2; 4}
{2; 5}
{2; 6}
{3; 4}
{3; 5}
{3; 6}
{4; 5}
{4; 6}
{5; 6}

2. Stufe

3. Stufe

{2; 3}
{2;4}

{4, 6}

{2; 6}

{3; 6}

{3;4}

{3; 4}
{3; 6}

{2; 6}

{4; 6}

{2;4}

{2; 3}
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Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

1. Stufe

[Feuerpfeil/Heigel 1999]
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{1;2}
{1;3}
{1; 4}
{1; 5}
{1; 6}
{2; 3}
{2; 4}
{2; 5}
{2; 6}
{3; 4}
{3; 5}
{3; 6}
{4; 5}
{4; 6}
{5; 6}

2. Stufe

3. Stufe

{2; 3}
{2;4}

{4, 6}

{2; 6}

{3; 6}

{3;4}

{3; 4}
{3; 6}

{2; 6}

{4; 6}

{2;4}

{1, 2}

{2; 3}

{4; 5}

{1; 4}
{1;5}

{2;5}

{2;4}

{2; 4}

{1,5}

{2; 5}

{1;4}

{4, 5}

{1;2}
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Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramm zur Veranschaulichung

1. Stufe 2. Stufe 3. Stufe Ergebnis
{:2) : : : : :
(:3) {2; 3} {4; 6} ({1;5} {2;3}; {4, 6}
(. 4) {2; 4} {3; 6} ({1;5} {2;4}; {3;6}
(1. 5) {2; 6} {3; 4} ({1;5} {2;6}; {3;4}
(1. 6) {3; 4} {2; 6} ({1;5}; {3;4}; {2;6}
2:3) {3; 6} {2; 4} ({1;5}; {3;6}; {2;4}
2 4) {4; 6} {2; 3} ({1;5} {4,6}; {2;3}
{2; 5}

{2; 6}

3 4) {1;2} {4; 5} ({3;6}; {1;2}; {4;5}
(3:5) {1;4} {2; 5} ({3;6}; {1;4}; {2;5}
(3. 6) {1; 5} {2; 4} ({3;6} {1,5}; {2;4}
(4: 5) {2; 4} {1;5} ({3;6} {2;4}; {1,5}
4 6) {2; 5} {1;4} ({3;6}; {2;5}; {1;4}
(5:6) {4;_5} {1;_ 2} ({3;.6}; {4;_5}; {1;.2}

[Feuerpfeil/Heigel 1999]

Q={{125: {345 {5:6}); ({1; 25 {353 {4:6}) 5., (£5: 6} {34} {1:2})}



Ergebnisraume
Mehrstufige Zufallsexperimente

Verallgemeinerung:

Ist w; ein Element des Ergebnisraums (); des i-ten Teilexperiments, so ist das
Gesamtergebnis eines n-stufigen Zufallsexperiments ein n-Tupel
w = (wr;we; .. .;wy), Mit dem die Ergebnisreihenfolge ausgedrickt wird.



Ergebnisraume

Machtigkeit des Ergebnisraums

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°
o 15 Pferde treten im Trab- oder Galopprennen gegeneinander an.
o Wabhle die drei ersten in der Reihenfolge ihres Zieleinlaufs.

o Wie viele Mdglichkeiten drei Pferde auszuwahlen gibt es?

Il RennQuintett &

NEE0E0O00EIEETE
A 2L el o
OFEOEORO0EDEELE

EERETEEZINzIIs
el b

EoEaEoe

o)
BIIEIIEII
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Ergebnisraume

Machtigkeit des Ergebnisraums

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°
o 15 Pferde treten im Trab- oder Galopprennen gegeneinander an.
o Wabhle die drei ersten in der Reihenfolge ihres Zieleinlaufs.

o Wie viele Mdglichkeiten drei Pferde auszuwahlen gibt es?

Il RennQuintett &

HEEREEEEE) D EEDE

Y BB 0 BB, 0BT EEDE

g - BB CH O DT EETE
[l esealerledled e s ee e

B l@@l@@@l@ ]I@EI@I-

| HBIEEH
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Ergebnisraume
Machtigkeit des Ergebnisraums

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°
o Aufbau: Urne mit 15 nummerierten Kugeln.
o Experiment: Ziehung dreier Kugeln nacheinander ohne Zurlcklegen.

o Was ist die Machtigkeit €| des Ergebnisraums (2?

'l RennQuintett &

HEEREEEEE) D EEDE
Y BB 0 BB, 0BT EEDE
g - BB CH O DT EETE
[l esealerledled e s ee e
BI@II%@@IH@]I@@@

PEoEEoe
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Ergebnisraume
Zahlprinzip zur Bestimmung der Machtigkeit

—

© 0o N o o M~ w N

—_ a4 4 a4 a4
a A WO N =+ O

(15 Mdglichkeiten) [Feuerpfeil/Heigel 1999]
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Ergebnisraume
Zahlprinzip zur Bestimmung der Machtigkeit

1
2
3 1
4 2
5 3
6 4
7 5
8 6
9 7
10 8
11 9
12 10|
13 11
14 12
15 13
14
15
(15 Moglichkeiten) (14 Moglichkeiten) [Feuerpfeil/Heigel 1999]

PTS:1I-47 Wahrscheinlichkeitsbegriff ©HAGEN/POTTHAST/STEIN 2021



Ergebnisraume
Zahlprinzip zur Bestimmung der Machtigkeit

1 Ergebnis
2 1 (10;7; 1)
3 1 2 (10;7;2)
4 2 3 (10;7; 3)
5 3 4 (10;7; 4)
6 4 5 (10;7;5)
7 5 6 (10;7; 6)
8 6 7]
9 7 8 (10;7; 8)
10 8 9 (10;7;9)
11 9
12 10] 11 (10;7; 11)
13 11 12 (10;7;12)
14 12 13 (10;7;13)
15 13 14 (10;7;14)
14 15 (10; 7; 15)
15
(15 Moglichkeiten) (14 Moglichkeiten) (13 Moglichkeiten) [Feuerpfeil/Heigel 1999]
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Ergebnisraume
Machtigkeit des Ergebnisraums

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°

o Aufbau: Urne mit 15 nummerierten Kugeln.
o Experiment: Ziehung dreier Kugeln nacheinander ohne Zurlcklegen.

o Was ist die Machtigkeit |2| des Ergebnisraums 2?

o 15 mogliche Ergebnisse in der ersten Stufe des Zufallsexperiments
a 14 mogliche Ergebnisse in der zweiten Stufe

2 13 mdgliche Ergebnisse in der dritten Stufe

Q)] =15 14 - 13 = 2,730 Mbglichkeiten.



Ergebnisraume
Machtigkeit des Ergebnisraums

Beispiel: RennQuintett ,3 aus 15°

Q

Q

Q

15 Pferde treten im Trab- oder Galopprennen gegeneinander an.
Wabhle die drei ersten in der Reihenfolge ihres Zieleinlaufs.

Wie viele Mdglichkeiten drei Pferde auszuwahlen gibt es?

15 Mdoglichkeiten, das erstplatzierte Pferd auszuwahlen
14 Moglichkeiten, das zweitplatzierte Pferd auszuwahlen

13 Moglichkeiten, das drittplatzierte Pferd auszuwahlen

15- 14 - 13 = 2,730 Moglichkeiten.



Ergebnisraume

Definition 3 (Zahlprinzip)
Gibt es bei einem n-Tupel flr die Besetzung

der ersten Stelle k£; Moglichkeiten,
der zweiten Stelle k, Moglichkeiten,

die n-te Stelle k, Mdglichkeiten,

dann gibt es insgesamt k; - k> - ... - k, verschiedene solche n-Tupel.



Ergebnisraume

Definition 3 (Zahlprinzip)
Gibt es bei einem n-Tupel flr die Besetzung

der ersten Stelle k£; Moglichkeiten,
der zweiten Stelle k, Moglichkeiten,

die n-te Stelle k, Mdglichkeiten,

dann gibt es insgesamt k; - k> - ... - k, verschiedene solche n-Tupel.

Bemerkungen:

o Jedes n-Tupel entspricht einem Pfad im Baumdiagramm eines
entsprechenden mehrstufigen Zufallsexperiments.

o Esgibtalso k- ks ...k, Pfade (k; Verzweigungen in der ersten Stufe, usw.).
o Die Machtigkeit des Ergebnisraums des Zufallsexperiments ist

Q| = ki koo ke



